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ن جرم) محدود شده با در این مقاله، مرتبه صفرم و مرتبه اول از تصحیح تابشی انرژی کازیمیر برای میدان اسکالر (جرم دار و بدو
م این محاسبه در فرایند انجا بعد محاسبه شده است. دو نکته 3+1نیومن) بین دو صفحه موازی در -شرط مرزی مخلوط (دیریکله
ی حاکم بر مساله است. قابل توجه است. یکی از این نکات، استفاده از یک برنامه بازبهنجارش متفاوت و البته سازگار با شرایط مرز
جفت دان و ثابت در این برنامه بازبهنجارش جهت دستیابی به پارامترهای فیزیکی موجود در لاگرانژی (به عنوان مثال: جرم می
د این محاسبه، استفاده از های سازگار با شرط مرزی و البته وابسته به مکان استفاده می شود. نکته دیگر در فراینشدگی) از کانترترم
ر دیگر در روش منظم سازی کم کردن جعبه ها است. در روش منظم سازی کم کردن جعبه ها، مشابه با ساختار اصلی یک ساختا
مر موجب می تلاف انرژی های خلا مربوط به این دو ساختار در حدهای مناسب محاسبه می شود. این انظر گرفته می شود و اخ
دو مرتبه  های بدست آمده برای هرهای دخیل در محاسبات بنحو شفاف و روشنی یکدیگر را حذف نمایند. پاسخشود واگرایی
ن می دهند که ارهای مختلف رسم شده و این نمودارها نشاانرژی کازیمیر (مرتبه صفر و مرتبه اول از تصحیح تابشی) در نمود
رتبه اول تصحیح سازگاری مناسب و فیزیکی در پاسخها وجود دارد. نکته حائز اهمیت اینکه پاسخ بدست آمده در این مقاله در م
 د.ه می کنهای قابل انتظار فیزیکی را برآوردتابشی با پاسخ گزارش شده در این مرتبه متفاوت است اما سازگاری
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 مقدمه
سال پیش انرژی کازیمیر به عنوان یک اثر  06بیش از 
 2توسط کازیمیر 1خلاءماکروسکوپیک ناشی از قطبش 
]. مقاله کازیمیر برای مدتی ناشناخته 1مطرح گردید[
باقی ماند، تا اینکه اولین تلاش برای مشاهدة این پدیده 
]. 2انجام گرفت[ 8591در سال  3توسط اسپارنای
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سط اسپارنای هرچند دقت آزمایش صورت گرفته تو
 ، اما اندازه گیری های دیگری پس از اوبسیار بالا نبود
و با برطرف نمودن نقایص آزمایش اسپارنای انجام شد، 
که بر درستی پیش بینی کازیمیر صحه گذاشتند.  
دانیم انرژی کازیمیر از اختلاف بین دو همانطور که می
 ....                                                                                  مددعلی ولوئیانتصحیح تابشی انرژی کازیمیر برای       2   
 2در صورت حضور شرط مرزی غیر بدیهی 1انرژی خلأ
توان شود. اثر کازیمیر را میو عدم حضور آن حاصل می
های غیر لب ترین تجلیات ویژگیبه عنوان یکی از جا
برشمرد  3بدیهی حالت خلاء در نظریه کوانتومی میدان
که در واقع ناشی از تغییر دو قطبش خلاء توسط شرایط 
ای مرزی یا هندسه است. به عبارت دیگر، این اثر نتیجه
از اعوجاج و دگرش در طیف نوسانات خلاء با محدود 
 4توپو لوژی شدن حجم کوانتش و یا غیر بدیهی شدن
فضا است. همانطور که می دانیم مجموع انرژی ناشی 
و  5های مجاز در خلأ، یک مقدار واگرااز فرکانس
بینهایت است. وقتی در همین خلاء یک شرط مرزی 
های مجاز تغییر دلخواه را قرار می دهیم فرکانس
خواهند کرد؛ اما باز هم مجموع انرژی ناشی از کل این 
نشان داد که  8491. کازیمیر در سال تفرکانسها واگراس
اختلاف این دو مقدار واگرا (انرژی خلاء) منجر به یک 
 7، قابل اندازه گیری و البته متناهی6کمیت مشاهده پذیر
خواهد شد که بعدها به نام انرژی کازیمیر شهرت یافت 
انرژی کازیمیر اولین بار  8]. تصحیحات تابشی5-3[
مورد  5891و همکاران ایشان در سال  9توسط برداگ
بررسی واقع گردید، و در سالهای بعد نیز توجه ویژه 
]؛ بطوریکه 6ای به این مقوله صورت پذیرفته است[
برای میدانهای کوانتومی مختلف با شرایط مرزی 
متعدد این کمیت محاسبه  01گوناگون در ساختارهای
ی شده است. آن چیزی که در محاسبه تصحیحات تابش
انرژی کازیمیر اهمیت دارد، بازبهنجارش پارامترهای 
موجود در لاگرانژی است (به عنوان مثال: جرم  11برهنه
دانیم ). همانطور که می31و یا ثابت جفت شدگی 21میدان
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پارامترهای برهنه موجود در  41وظیفه بازبهنجارش
شود و نهاده می 51هالاگرانژی معمولا برعهده کانترترم
ها هستند که در برنامه بازبهنجارش این کانترترم
های ناشی از پارامترهای برهنه را در خود هضم واگرایی
کرده و پارامترهای فیزیکی لاگرانژی را بدست می 
دهند. در اجرای برنامه بازبهنجارش در بسیاری از 
برای  61مقالات گذشته از کانترترمهای فضای آزاد
]. 7-01است [بازبهنجارش کمیتهای برهنه استفاده شده 
این امر حتی در مسائلی که میدان کوانتومی در آنها 
تحت اثر یک شرط مرزی بوده است، نیز انجام پذیرفته 
است. عقیده ما براین است که، اگر در مساله ای 
میدانهای کوانتومی تحت اثر یک شرط مرزی قرار 
دارند، بنابراین برنامه بازبهنجارش مربوط به این میدان 
ای اجرا شود که با شرط مرزی اعمال بگونه نیز باید
شده، سازگاری مناسب را داشته باشد. در واقع انتظار 
رود که، همه اثرات ناشی از شرط مرزی روی تک می
تک المانهای مربوط به برنامه بازبهنجارش تاثیرگذار 
ها به عنوان یکی از المانهای باشد. در این امر، کانترترم
نمی توانند مستثنا باشند. لذا، استفاده برنامه بازبهنجارش 
از کانترترم مربوط به فضای آزاد (کانترترم خلا) در 
برنامه بازبهنجارش، بدون در نظر گرفتن شرایط جدید 
حاکم برمیدان کوانتومی (مثلا شرط مرزی و یا 
توپولوژی فضا) نمی تواند درست باشد. عدم انتخاب 
د که، برنامه صحیح کانترترم منجر به این خواهد ش
بازبهنجارش بدرستی عمل نکرده و در نهایت برای 
تعدادی از کمیتهای فیزیکی (به عنوان مثال انرژی 
]. البته اعمال 11کازیمیر) مقادیر واگرا بدست آید [
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شرایط مرزی حاکم بر مساله در برنامه بازبهنجارش 
در 1منجر به بدست آمدن کانترترمهای وابسته به مکان
د. در تعدادی از مقالات گذشته این امر آن خواهد ش
مورد توجه قرار گرفته است و برای اولین بار سادات 
گوشه و همکاران وی به معرفی یک روش بازبهنجارش 
پرداخته اند؛ که در آن شرط مرزی حاکم بر مساله در 
 3و سازگار 2برنامه بازبهنجارش به صورت سیستماتیک
های افتن کانترترمورود یافته و این ورود منجر به ی
]. 21وابسته به مکان در برنامه بازبهنجارش شده است [
با استفاده از این روش بازبهنجارش، تصحیحات تابشی 
انرژی کازیمیر برای میدان اسکالر با شرایط مرزی 
در یک، دو و سه بعد فضایی بین دو صفحه  4دیریکله
موازی بدست آمده است و پاسخهای بدست آمده در 
موارد نیز سازگار با مبانی شناخته شده فیزیکی بوده کلیه 
برای تصحیح  5]. ارائه یک پاسخ همگرا31-51است [
تابشی انرژی کازیمیر مربوط به میدان اسکالر در دو بعد 
فضایی، هم برای یک رویه تخت و هم برای یک رویه 
خمیده، که معمولا همراه با پیچیدگی های بیشتری 
مزیتهای روش بازبهنجارش  است، نیز یکی دیگر از
]. در این مقاله، نیز با استفاده از 71،61مذکور است [
روش بازبهنجارش مذکور، تصحیح تابشی انرژی 
کازیمیر را برای میدان اسکالر تعریف شده در نظریه 
 6بین دو صفحه موازی با شرط مرزی مخلوط 4𝜙
نیومن) محاسبه خواهیم کرد. منظور از شرط -(دیریکله
مرزی مخلوط، شرط مرزی است که در آن تابع میدان 
کوانتومی باید روی یکی از صفحات شرط مرزی 
دیریکله را و روی صفحه مقابل شرط مرزی نیومن را 
ارضا نماید. شایان ذکر است که پاسخ های بدست آمده 
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ذکر شده است متفاوت ] 11در این مقاله با آنچه در [
بوده اما با مبانی قابل انتظار فیزیکی کاملا ًسازگار است. 
] محاسبه تصحیح تابشی انرژی کازیمیر 11در مرجع [
 هایبرای میدان اسکالر محدود شده با شرط مرزی
مختلف در ابعاد یک، دو و سه بعد فضایی با استفاده از 
این محاسبه آزاد انجام پذیرفته است. نتیجه  کانترترم
برای ابعاد یک و سه بعد فضایی همگرا بوده است. اما 
واگرا بدست آمده پاسخ همین مساله در دوبعد فضایی 
قع به نظر می رسد کانترترم آزاد جهت است. در وا
ی لاگرانژی در یک بازبهنجارش پارامترهای برهنه
سیستم محدود شده با شرط مرزی غیربدیهی، قادر به 
ها نیست و همین امر منجر به بروز ییحذف همه واگرا
واگرایی در بعضی کمیتهای فیزیکی(به مانند انرژی 
در همان مسائل بجای  وقتی زیراکازیمیر) گردیده است. 
استفاده از کانترترم آزاد از کانترترم سازگار با شرایط 
به صورت  مرزی استفاده می کنیم، نه تنها مساله را
ها در تمامی ابعاد حل کرده ایم، بلکه پاسخ 7خودسازگار
فضایی اعم از بعدهای زوج و یا غیر آن همگرا و 
؛ و این همان آمده استسازگار با مبانی فیزیکی بدست 
برای شرط مرزی نیز که در این مقاله  چیزی است
 بعد انجام پذیرفته است. 3+1مخلوط در 
ت های موجود در فرایند محاسباجهت حذف واگرایی
 8انرژی کازیمیر، استفاده از روشهای منظم سازی
ناپذیر است. روش های مختلفی برای منظم اجتناب
سازی در طی شصت سال گذشته تاکنون معرفی شده 
، 9است، که می توان از بعضی از آنها به روش تابع زتا
، تکنیک 11و روش بسط پراکندگی 01روش تابع گرین
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نام و...  2و منظم سازی ابعادی 1منظم سازی تابع قطع
با توجه  سازیهای منظمهریک از تکنیک]. 81-02برد [
معایب خود در مسائل مختلف مزیت ها و یا  به
در این مقاله از روش منظم سازی  شوند.بکارگیری می
استفاده شده است. برای محاسبه  3کم کردن جعبه ها
 دو انرژی کازیمیر با استفاده از این روش، معمولا
ساختار مشابه در نظر گرفته می شود، و انرژی های خلا  
این دو ساختار از هم کم می شوند. به عنوان مثال، برای 
محاسبه انرژی کازیمیر بین دو صفحه موازی با فاصله 
، آنرا در بین دو صفحه  موازی دیگر  با   𝑎صفحات 
محبوس می کنیم. نام این  𝑎 > 𝐿فاصله صفحات 
) نشان داده شده 1شکل ( ه مانند آنچه درساختار را ب
 𝐵گیریم. ساختار در نظر می 𝐴ساختار  است، با عنوان
معرفی می کنیم. در ساختار   𝐴را نیز به مانند ساختار 
بین دو صفحه  𝑏نیز دو صفحه موازی به فاصله  𝐵
اند. حال محبوس شده 𝑏 > 𝐿موازی دیگر به فاصله 
رابطه انرژی کازیمیر برای دو صفحه موازی به فاصله 
 ]22،12بصورت زیر تعریف می شود:[ 𝑎
mil = .saC𝐸
∞→𝑏
mil
∞→𝐿
 )𝐵𝐸 − 𝐴𝐸(
)1(
 
را نشان می دهد. در هر دو ساختار دو صفحه موازی در  𝐴و ساختار رسم شده در سمت چپ ساختار  𝐵ساختار رسم شده در سمت راست ساختار . 1شکل 
محبوس شده اند. 𝐿بین دو صفحه موازی دیگر به فاصله 
به ترتیب کل انرژی خلا مربوط به  𝐵𝐸و  𝐴𝐸که در آن 
تر برای محاسبه است. در تعاریف قدیمی 𝐵و  𝐴ساختارهای 
انرژی کازیمیر، اختلاف انرژی خلا بدون حضور شرط 
) از انرژی خلا با حضور شرط مرزی 4مرزی(فضای مینکوفسکی
شود. اما در روش کم کردن جعبه ها، فضای محاسبه می
جایگزین شده است.  𝐵مینکوفسکی با ساختاری به مانند ساختار 
→ 𝐿(   مناسبتوان نشان  داد، که در  حدهای   راحتی  میه ب
کند. به مانند فضای مینکوفسکی عمل می 𝐵) ساختار ∞ → 𝑏 و ∞
مزیت نسبی روش کم کردن جعبه ها در این است که، پارامترهایی 
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بوده و در فرایند محاسبات ورود خواهند   𝐵که ناشی از ساختار 
سازها به روند عمل کرده و این منظم 5یافت به مانند منظم ساز
ها کمک شایانی می نماید. نکته دیگر در استفاده حذف واگرایی
ها، بی نیاز بودن آن در استفاده از تمدید از روش کم کردن جعبه 
دانیم، ها است. همانطور که میجهت حذف واگرایی 6تحلیلی
تمدید تحلیلی در محاسبات انرژی کازیمیر خود موجب فراهم 
شدن بستری برای بعضی از ابهامات می گردد؛ که بی نیاز بودن 
به روش کم کردن  جعبه ها در استفاده از تکنیک تمدید تحلیلی 
در حالت ]. 12افزاید[ها میشفافیت آن در فرایند حذف واگرایی
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کلی در منظم سازی کم کردن جعبه ها انرژی خلا دو ساختار 
مشابه در یک شرایط حدی خاص از هم کم می شوند. این شرایط 
 –میر یحدی در عمل باید بگونه ای باشد تا، با تعریف انرژی کاز
صفر یک ساختار با شرایط مرزی که در واقع اختلاف انرژی نقطه 
 -غیربدیهی از انرژی خلا مربوط به فضای مینکوفسکی است
منافاتی نداشته باشد. ما اعتقاد داریم که هرگاه بتوان چنین شرایط 
دو ساختار مشابه مربوط به حدی را در اختلاف دو انرژی خلا 
کردن میر را با استفاده از روش کم یمی توان انرژی کاز ،ایجاد کرد
] این 71,61جعبه ها در آن ساختار پیاده سازی نمود. در مقاله [
صورت پذیرفته است و تعمیم آن برای  3𝑆و  2𝑆کار برای کره 
دیگر فضاهای خمیده و یا نااقلیدسی نیز دور از انتظار نیست و 
در این مقاله نیز، جهت محاسبه مرتبه می تواند ممکن باش. لذا 
تابشی انرژی کازیمیر برای میدان اسکالر صفرم و اول از تصحیح 
نیومن) بین دو صفحه موازی -با شرط مرزی مخلوط(دیریکله
-ها از روش مذکور بهره جستهبعد و برای حذف واگرایی 3+1در
های بدست آمده در مرتبه صفرم انرژی کازیمیر با ایم. پاسخ
جوابهای موجود در گذشته تطابق کامل داشته و برای مرتبه اول 
-تصحیح تابشی استفاده از روش مذکور موجب دستیابی به پاسخ
]. در بخش 11های متفاوت، امّا سازگار و فیزیکی گردیده است [
آتی، در ابتدا به محاسبه مرتبه صفرم از انرژی کازیمیر برای میدان 
نیومن) پرداخته، و در -اسکالر با شرط مرزی مخلوط(دیریکله
ی انرژی کازیمیر برای شرط بخش سوم مرتبه اول تصحیح تابش
به جمع بندی نتایج  4شود. در بخش مرزی مذکور محاسبه می
 پردازیم.حاصله می
 مرتبه صفر انرژی کازیمیر
خلا را برای میدان اسکالر محدود شده  1رابطه انرژی نقطه صفر   
از هم  𝑎با شرط مرزی مخلوط بین دو صفحه موازی به فاصله 
 بعد می توان بصورت زیر نوشت: 3+1در 
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= )0(𝐸
1
2
∬
𝑘2𝑑2𝐿
2)𝜋2(
𝑛𝜔∑
∞
0=𝑛
 
 )2(
+ 2𝑦𝑘 + 2𝑥𝑘√ = 𝑛𝜔که در آن 
2𝜋 
2𝑎
+ 𝑛(
1
2
)
2
های فرکانس 2𝑚+
جرم مربوط به میدان اسکالر می   𝑚مجاز در انرژی خلا بوده و 
باشد.  برای محاسبه انرژی کازیمیر، قبل از بکارگیری تعریف ارائه 
) جهت به انجام رساندن روش کم کردن جعبه 1شده در رابطه (
 2پلانا به فرم ذیل برای تبدیل عبارت جمع –ها، از رابطه ایبل 
 ]:32)  به انتگرال استفاده می کنیم [2موجود در معادله (
+ 𝑛(ℱ∑
1
2
𝑥𝑑)𝑥(ℱ ∫ = )
∞
0
∞
0=𝑛
∫𝑖 −
)𝑡𝑖−(ℱ − )𝑡𝑖(ℱ
1 + 𝑡𝜋2𝑒
∞
0
 𝑡𝑑
 )3(
اولین جمله در سمت راست تساوی فوق معمولاً دارای مقداری 
شود و آخرین جمله در نامیده می 3واگراست و جمله انتگرالی
گفته می شود که  4سمت راست تساوی فوق جمله برنچکات
) 1معمولا ًدارای مقداری متناهی است. اکنون با استفاده از روابط (
) و همچنین با استفاده از رابطه فوق، می توان اختلاف انرژی 2و (
 را بصورت زیر نوشت: 𝐵و  𝐴های خلا دو ساختار 
𝐴𝐸
)0(
𝐵𝐸 −
)0(
=
2𝐿
𝜋4
[ 𝑘𝑑𝑘 ∫
𝑎
𝜋
)2𝑚+ 2𝜉 + 2𝑘( ∫
1
2
∞
0
𝜉𝑑
∞
0
+
𝑎2
𝜋
∫
)2𝑚− 2𝑘 − 2𝜂(
1
2
1 + 𝜂𝑎2𝑒
𝜂𝑑
∞
2𝑚+2𝑘√
]
+
2𝐿
𝜋2
[ 𝑘𝑑𝑘 ∫
𝑎 − 𝐿
𝜋2
)2𝑚+ 2𝜉 + 2𝑘( ∫
1
2
∞
0
𝜉𝑑
∞
0
+
𝑎 − 𝐿
𝜋
∫
)2𝑚− 2𝑘 − 2𝜂(
1
2
1 + 𝜂)𝑎−𝐿(𝑒
𝜂𝑑
∞
2𝑚+2𝑘√
 }𝑏 → 𝑎{ − ]
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 )4(
جملات اول هر کروشه در عبارت فوق، که همان جمله انتگرالی 
پلانا هستند، واگرا بوده و می توان نشان داد که این -رابطه ایبل
بصورت  𝑚و  𝑏،  𝑎،  𝐿مقادیر متناهی از واگرایی به ازای کلیه 
 زیر حذف خواهند شد:
2𝐿
2𝜋4
2 + 𝑎[
𝑎 − 𝐿
2
𝑏 −
2 +
𝑏 − 𝐿
2
𝑘𝑑𝑘 ∫]
∞
0
2𝜉 + 2𝑘( ∫
∞
0
)2𝑚+
1
 0 = 𝜉𝑑 2
 )5(
-بل) همان جملات برنچکات ای4تنها جملات باقیمانده از رابطه (
 ]41پلانا است و داریم: [
𝐴𝐸
)0(
𝐵𝐸 −
)0(
=
𝑎2𝐿
2𝜋2
𝑘d𝑘 ∫𝜂𝑑 ∫
2𝑚− 2𝑘 − 2𝜂√
1 + 𝜂𝑎2𝑒
2𝑚−2𝜂√
0
∞
𝑚
+
)𝑎 − 𝐿(2𝐿
2𝜋2
𝑘d𝑘 ∫𝜂𝑑 ∫
2𝑚− 2𝑘 − 2𝜂√
1 + 𝜂)𝑎−𝐿(𝑒
2𝑚−2𝜂√
0
∞
𝑚
 }𝑏 → 𝑎{ −
 )6(
در گام آخر از محاسبه انرژی کازیمیر، طبق تعریف ارائه شده در 
ی می پردازیم. م ∞ → 𝑏و  ∞ → 𝐿)، به محاسبه حد 1رابطه (
) نوشته شده و 6ه در رابطه (توان نشان داد که کلیه جملاتی ک
هستند، در این حد صفر  2𝐵و  1𝐵، 2Aهای ناحیه مربوط به
خواهند شد و مرتبه صفرم از انرژی کازیمیر مربوط به میدان 
اسکالر جرمدار بین دو صفحه موازی با شرط مرزی مخلوط 
 نیومن) به صورت زیر بدست می آید: -(دیریکله
.𝑠𝑎𝐶𝐸
)0(
=
2𝑚2𝐿
𝑎2𝜋8
∑
)𝑗𝑎𝑚2(2𝐾1+𝑗)1−(
2𝑗
∞
1=𝑗
 
 )7(
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شده است. معمولاً در  1تابع بسل اصلاح )𝛼(2𝐾که در آن 
میدان  2مباحث مربوط به انرژی کازیمیر، بررسی حد بدون جرم
از مقوله های مورد توجه است.  3و حد میدان با جرمهای سنگین
) و میدانی با 0 → 𝑚) برای میدانهای بدون جرم(7معادله (
) به عبارات زیر منتهی خواهد 1 ≫ 𝑚جرمهای بسیار بزرگ (
 ]71-41شد: [
.saC𝐸
)0(
⟶
{
 
 
7
8
2𝜋2𝐿
3𝑎0441
;0 → 𝑚         sa                            
1
61
𝑚
𝑎𝜋
√
𝑚
𝑎𝜋
.1 ≫ 𝑎𝑚        sa             𝑎𝑚2−𝑒
 
 )8(
 
 }0 ;1.0 ;5.0 ;1{ = 𝑚در این نمودار میزان انرژی کازیمیر به ازاء جرمهای   .2 شکل
نزدیک شدن نمودار انرژی مربوط به ) رسم شده است. 𝑎بر حسب فاصله دو صفحه (
میدان جرمدار به نمودار انرژی کازیمیر مربوط به میدان بدون جرم در روند کاهش جرم 
 مشهود است.
توضیح اینکه مقادیر بدست آمده برای این مرتبه از انرژی کازیمیر 
با آنچه در مقالات گذشته در این خصوص گزارش شده است، 
)، مقادیر مربوط به انرژی 2شکل ( ]. در11تطابق کامل دارد[
کازیمیر را برای میدان اسکالر جرمدار با شرط مرزی 
نیومن) برای یک دسته نزولی از جرمهای -مخلوط(دیریکله
ایم. روند نمودارهای رسم  شده نشان می دهد مختلف رسم کرده
که هر چه اندازه جرم کوچکتر می شود، نمودارِ مربوط به رابطه 
رِ میدانِ جرمدار، به نمودارِ انرژیِ مربوط به میدان ِانرژی کازیمی
تر می شود. در واقع این امر، سازگاری مناسب بدون جرم نزدیک
 timil ssam egraL 3
  7                                               31....... فصل،   ، شمارة   ی، دورة ابس ذرههای مجلة پژوهش سیستم
های بدست آمده را با مبانی قابل انتظار فیزیکی تأیید می پاسخ
 نماید.
 تصحیح تابشی انرژی کازیمیر
گوردون برای میدان اسکالر جرمدار با جمله  -لاگرانژی کلاین
پس از اجرای برنامه بازبهنجارش بصورت زیر می  4𝜙𝜆تراکنشی 
 باشد:
= ℒ
1
2
)𝜙𝜇𝜕(
2
−
1
2
− 2𝜙2𝑚
𝜆
!4
+ 4𝜙
1
2
)𝜙𝜇𝜕(𝑍𝛿
2
−
1
2
𝜙𝑚𝛿
− 2
𝜆𝛿
!4
 4𝜙
 )9(
شدگی پارامترهای فیزیکی جرم و ثابت جفت λو  𝑚که در آن 
های میدان، جرم و به ترتیب کانترترم 𝜆𝛿و  𝑚𝛿،  𝑍𝛿هستند و 
ها ثابت جفت شدگی می باشند. همانطور که می دانیم کانترترم
های ناشی از پارامترهای برهنه در موظف به هضم واگرایی
لاگرانژی و ارائه مقدار صحیح و فیزیکی این پارامترها هستند. اما 
بازبهنجارش همیشه ها در محاسبات نحوه انتخاب این کانترترم
ها قرار گرفته است. در مسائلی که میدان منشاً بسیاری از چالش
کوانتومی با یک شرط مرزی محدود می شود، این انتظار وجود 
ها نیز با این شرط مرزی هماهنگ گردند. بنابراین دارد که کانترترم
استفاده از کانترترمِ مربوط به فضای آزاد در همه مسائل، بدون 
به شرایط مرزی حاکم بر میدان، نمی تواند درست تلقی  توجه
های ها مسئول حذف واگراییگردد. با توجه به اینکه کانترترم
ناشی از پارامترهای برهنه در لاگرانژی هستند، عدم انتخاب 
ها ممکن است به واگرا شدن کمیتهای فیزیکی مرتبط صحیح آن
این مقاله، با در نظر ]. در 11با لاگرانژی در مسائل منجر گردد [
گرفتن این ایده، از یک روش سیستماتیک و البته آسان برای 
بازبهنجارش پارامترهای برهنه استفاده شده است. این روش 
بازبهنجارش اجازه می دهد تا تاثیرات مرتبط با شرط مرزی در 
کانترترم انتخابی ورود یابد و البته این امر منجر به دستیابیِ ما به 
رم وابسته به مکان نیز شده است. با استفاده از لاگرانژی کانترت
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توان تابع انتشار را ) و بسط اختلالی می9نوشته شده در معادله (
 به صورت زیر نوشت: 1با استفاده از الگوهای فاینمن
 
 )01(
که در آن    نشاندهنده  از کانترترم جرم  2نمادین
میدان است. با استفاده شرط بازبهنجارش و اعمال آن تا مرتبه اول 
 ها نوشت. لذا داریم:می توان مقادیر زیر را برای کانترترم 𝜆از 
 0 = 𝜆𝛿       ⸴           0 = 𝑍𝛿
= 𝑚𝛿
𝑖−
2
=            
𝜆−
2
 )𝑥⸴𝑥(𝐺
 )11( 
می باشد. حال با عنایت ) 3تابع گرین(انتشار )′𝑥⸴𝑥(𝐺که  در آن 
 𝜆شدگی به تعریف رابطه انرژی خلا تا مرتبه اول ثابت جفت
بصورت زیر، و استفاده از مقدار بدست آمده برای کانترترم جرم 
 ]21-51)، داریم: [11از رابطه (
x3𝑑                                   ∫𝑖 = )1(𝐸
𝑉
[ ∫𝑖 =
𝜆𝑖−
8
)𝑥⸴𝑥(2𝐺
𝑉
−
𝑖−
2
𝑑 ])𝑥⸴𝑥(𝐺)𝑥(𝑚𝛿
x3
=
𝜆−
8
x3𝑑)𝑥⸴𝑥(2𝐺 ∫
𝑉
 
 )21(
مقدار تابع گرین را می توان برای میدان اسکالر تعریف شده در 
) بین دو صفحه موازی که محدود کننده میدان 9لاگرانژی رابطه (
نیومن) است پس از انجام -با شرط مرزی مخلوط (دیریکله
 بصورت زیر نوشت: 4چرخش ویک
 rotagaporp ehT 3
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𝑥⸴𝑥(1𝐴𝐺
)′
=
1
𝑎
∫
k3𝑑
3)𝜋2(
𝑡−𝑡(𝜔−𝑒∑
𝑥−𝑥(𝑥𝑘𝑖−𝑒)′
𝑦−𝑦(𝑦𝑘𝑖−𝑒)′
)′
∞
0=𝑛
 ×
)1−( + 𝑧𝑛𝑘 nis[
)1−( + ′𝑧𝑛𝑘 nis[]𝑧𝑛𝑘 soc 𝑛
]′𝑧𝑛𝑘 soc 𝑛
2𝑚+ 2𝑛𝑘 + 2𝑘
 
 )31(
= 𝑛𝑘که در آن 
𝜋
𝑎
+ 𝑛(
1
2
 𝑚و 2𝑦𝑘 + 2𝑥𝑘 + 2𝜔 = 2𝑘و  )
فا صله بین دو صفحه نیز  𝑎 پارامترجرم میدان ا سکالر می با شد. 
نیز  k3𝑑 منظور از .می باشککد) 1(شکککل  1𝐴در ناحیه  موازی
با جایگذاری تابع گرین ا ست.  𝑦𝑘𝑑𝑥𝑘𝑑𝜔𝑑 = k3𝑑عبارت 
 𝜆)، می توان فرم انرژی خلا را  تا مرت به اول 21در راب طه (
 بصورت زیر نوشت:
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k3𝑑
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1
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0=𝑛
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+
1
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∫(∑
𝑘𝑑2𝑘𝜋4
3)𝜋2(
1
1𝐴⸴′𝑛𝜔+ 2𝑘
2
∞
0
)
∞2
0=𝑛
 ]
 )41(
هکردو انتگکرال  مکی باشکد. 2𝑚+ 2𝑛𝑘√ = 1𝐴⸴𝑛𝜔ککه در آن 
موجود در کروشه در معادلکه فکوق واگکرا هسکتند. فلکذا، بکرای 
هکایی نیکاز بکه اسکتفاده از سازی و حکذف چنکین واگرایکیمنظم
سکازی اسکت. بکدین منظکور از مکنظم سکازی یکک روش مکنظم
بصککورت  1کککردن جعبککه هکا و مککنظم سککازی ت کابع قطککع ککم
همزمککان بهککره مککی جککوئیم. لککذا حککد بککالای انتگرالهککا را در 
عکو مکی کنکیم  Λمعادله فوق با یکک مقکدار قطکع بکه ماننکد 
هکا را محاسکبه ککرده و پاسکخ انتگرالهکا را ککه و سپس انتگکرال
-بسکط مکی ∞  → Λاسکت در حکد  Λتکابعی از مقکدار قطکع 
هکای واگراکننکده شکود تکا بتکوان تککهباعکث مکیدهیم. این امر 
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هکر انتگکرال را بکه وضکوح تشکخیص داد. بکا تککرار ککل ایکن 
رونککد بککرای همککه جمککلات مشککابه موجککود در انککرژی خککلا 
)، مکی تکوان 1مربوط به همه نکواحی تعریکف شکده در شککل (
 رابطه اختلاف دو انرژی خلا را بصورت زیر نوشت:
𝐴𝐸
𝐵𝐸 − )1(
= )1(
2𝐿𝜆−
𝑎4𝜋61
− Λ(∑([
𝜋
2
+ 1𝐴⸴𝑛𝜔
1𝐴⸴𝑛𝜔
2
Λ
)
∞
0=𝑛
)
2
+
1
2
− Λ(∑
𝜋
2
+ 1𝐴⸴𝑛𝜔
1𝐴⸴𝑛𝜔
2
Λ
)
∞2
0=𝑛
]
+
2𝐿𝜆−
)𝑎 − 𝐿(4𝜋4
− ′Λ(∑([
𝜋
2
2𝐴⸴𝑛𝜔
∞
0=𝑛
+
2𝐴⸴𝑛𝜔
2
′Λ
))
2
+
1
2
− ′Λ(∑
𝜋
2
+ 2𝐴⸴𝑛𝜔
2𝐴⸴𝑛𝜔
2
′Λ
)
∞2
0=𝑛
]
 }𝑏 → 𝑎{ −
 )51(
که  با انتخاب مقادیر مناسب از مقدارهای قطع می توان نشان داد
عبارات فوق  سهم کلیه جملات واگرای ناشی از انتگرال در
 یکدیگر را حذف کرده و جملات باقیمانده بصورت زیر می باشد:
𝐴𝐸
𝐵𝐸 − )1(
= )1(
2𝐿𝜆−
𝑎2𝜋46
1𝐴⸴𝑛𝜔∑([
∞
0=𝑛
)
2
+
1
2
+ 1(
8
2𝜋
1𝐴⸴𝑛𝜔∑)
2
∞
0=𝑛
]
+
2𝐿𝜆−
)𝑎 − 𝐿(2𝜋61
2𝐴⸴𝑛𝜔∑([
∞
0=𝑛
)
2
+
1
2
+ 1(
8
2𝜋
2𝐴⸴𝑛𝜔∑)
2
∞
0=𝑛
 }𝑏 → 𝑎{ − ]
 )61(
) همچنان واگرا هستند و برای 61عبارات جمع موجود در رابطه (
اینکه بتوان آنها را منظم نمود، معمولا ًبهترین روش تبدیل آنان به 
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) 3پلانا که در معادله (-انتگرال است. لذا با استفاده از رابطه ایبل
 معرفی شده است، داریم:
𝐴𝐸
)1(
𝐵𝐸 −
)1(
=
4𝑚2𝐿𝜆−
𝑎2𝜋46
[
 
 
 
 
(
 
𝑎 
𝜋
𝜉𝑑1 + 2𝜉√ ∫
∞
          ⏟0
)𝑎(1ℐ
)𝑎(1ℬ +
)
 
 
2
+
1
2
+ 1(
8
2𝜋
()
𝑎
𝜋𝑚
𝜉𝑑)1 + 2𝜉( ∫
∞
            ⏟0
)𝑎(2ℬ +
)𝑎(2ℐ
)
]
 
 
 
 
+
4𝑚2𝐿𝜆−
)𝑎 − 𝐿(2𝜋61
[
 
 
 
 
 
(
  
𝑎 − 𝐿 
𝜋2
𝜉𝑑1 + 2𝜉√ ∫
∞
            ⏟0
(1ℐ
𝑎−𝐿
) 2
(1ℬ +
𝑎−𝐿
2
)
)
  
 
2
+
1
2
+ 1(
8
2𝜋
)
(
  
)𝑎 − 𝐿( 
𝜋𝑚2
𝜉𝑑)1 + 2𝜉( ∫
∞
              ⏟0
(2ℐ
𝑎−𝐿
) 2
(2ℬ +
𝑎−𝐿
2
)
)
  
 
]
 
 
 
 
 
 }𝑏 → 𝑎{ −
 )71(
پلانا -مقادیر برنچکات رابطه ایبل )𝑎(2ℬو  )𝑎(1ℬکه در آن 
 بوده و مقادیر آنان بصورت زیر نوشته می شود:
= )𝑎(1ℬ
𝑎2
𝜋
∫
1 − 2𝜂√
1 + 𝜂𝑎𝑚2𝑒
𝜂𝑑
∞
1
=
𝑎2
𝜋
1 − 2𝜂√𝑗𝜂𝑎𝑚2−𝑒1+𝑗)1−( ∫∑
∞
1
∞
1=𝑗
𝜂𝑑
=
1
𝜋𝑚
∑
)𝑗𝑎𝑚2(1𝐾1+𝑗)1−(
𝑗
∞
1=𝑗
       ⸴
 0 = )𝑎(2ℬ  
 )81(
) هردو جمله انتگرالی رابطه 71در رابطه ( )𝑥(2ℐو  )𝑥(1ℐجمله 
پلانا بوده و واگرا هستند، و حذف واگرایی آنها با استفاده از -ایبل
پذیر است. برای جمله طرح کم کردن جعبه ها براحتی امکان
 داریم: )𝑥(2ℐ
4𝑚2𝐿𝜆−
2𝜋821
+ 1(
8
2𝜋
[ )
1
𝑎
+ )𝑎(2ℐ
4
𝑎 − 𝐿
(2ℐ
𝑎−𝐿
2
]}𝑏 → 𝑎{ − )
=
3𝑚2𝐿𝜆−
3𝜋821
+ 1(
8
2𝜋
2 + 𝑎[ )
𝑎 − 𝐿
2
𝑏 −
2 −
𝑏 − 𝐿
2
𝜉𝑑)1 + 2𝜉( ∫]
∞
0
 0 =
 )91(
) 71) و پس از بسط جمله مربع در رابطه (91با توجه به رابطه (
برابر صفر است، عبارت  )𝑎(2ℬو با در نظر گرفتن اینکه اندازه 
 ) بصورت زیر نوشته خواهد شد:71(
𝐴𝐸
)1(
𝐵𝐸 −
= )1(
4𝑚2𝐿𝜆−
𝑎2𝜋46
)𝑎(1ℐ[
)𝑎(1ℬ)𝑎(1ℐ2 + 2
)𝑎(1ℬ +
]2
+
2𝑚2𝐿𝜆−
)𝑎 − 𝐿(2𝜋61
(1ℐ[
𝑎−𝐿
2
)
2
(1ℐ2 +
𝑎−𝐿
2
(1ℬ)
𝑎−𝐿
2
(1ℬ + )
𝑎−𝐿
2
)
2
]
 ⸴}𝑏 → 𝑎{ −
 )02(
ها در رابطه فوق نیز واگراست. روشن است که جمله اول کروشه
اما می توان با توجه به فرایند تعریف شده در روش کم کردن 
جعبه ها این جملات واگرا را بصورت کامل حذف نمود. لذا، 
 ) داریم: 02ها در معادله (برای جمله اول کروشه
4𝑚2𝐿𝜆−
2𝜋46
[
1
𝑎
)𝑎(1ℐ
+ 2
4
𝑎 − 𝐿
(1ℐ
𝑎−𝐿
2
)
2
]}𝑏 → 𝑎{ −
=
4𝑚2𝐿𝜆−
4𝜋46
2 + 𝑎[
𝑎 − 𝐿
2
𝑏 −
2 −
𝑏 − 𝐿
2
𝜉𝑑1 + 2𝜉√ ∫(]
∞
0
)
2
 0 =
 )12(
) نیز بدلیل حضور جمله 02جمله دوم در کروشه های معادله (
واگراست. برای حذف این واگرایی علاوه بر روش کم  )𝑥(1ℐ
کردن جعبه ها، از منظم سازی تابع قطع نیز استفاده می کنیم. بدین 
عو  𝛬را با یک مقدار قطع  )𝑎(1ℐمنظور حد بالای انتگرال 
بسط   ∞ → 𝛬می کنیم. پس از محاسبه انتگرال، پاسخ را در حد 
امر برای کلیه جملات  توان با تکرار اینخواهیم داد. اکنون می
)، بخش واگراکننده را 02مشابه دیگر در کروشه های معادله (
 ....                                                                                  مددعلی ولوئیانتصحیح تابشی انرژی کازیمیر برای       01   
بصورت شفاف پیدا کرد. انتخاب مناسب از مقادیر قطع کمک می 
کند تا سهم واگرا را از جملات بسط حذف کرده و آنچه از جمله 
 :1باشدماند به فرم زیر می) باقی می02های معادله (دوم کروشه
4𝑚2𝐿𝜆−
3𝜋46
+ 2𝛬([
2 nl 2 + 1
2
)𝑎(1ℬ))2−𝛬(𝒪 + 𝛬nl +
+ 2′𝛬(2 +
2 nl 2 + 1
2
′𝛬nl +
(1ℬ))2−′𝛬(𝒪 +
𝑎−𝐿
2
]}𝑏 → 𝑎{ − )
=
4𝑚2𝐿𝜆−
3𝜋821
)𝑎(1ℬ[)2 nl 2 + 1(
(1ℬ2 +
𝑎−𝐿
2
 .]}𝑏 → 𝑎{ − )
 )22(
ماند ) باقی می02های خلا در معادله (لذا آنچه از اختلاف انرژی
 بصورت زیر است:
𝐴𝐸
)1(
𝐵𝐸 −
)1(
=
4𝑚2𝐿𝜆−
𝑎2𝜋46
[
)2 nl 2 + 1(𝑎
𝜋2
)𝑎(1ℬ + )𝑎(1ℬ
]2
+
4𝑚2𝐿𝜆−
)𝑎 − 𝐿(2𝜋61
[
)2 nl 2 + 1()𝑎 − 𝐿(
𝜋4
(1ℬ
𝑎−𝐿
2
)
(1ℬ +
𝑎−𝐿
2
)
2
 }𝑏 → 𝑎{ − ]
 )32(
برای بدست آوردن انرژی کازیمیر لازم است، آخرین گام از 
) اجرا شود. بدین منظور به محاسبه 1تعریف ارائه شده در معادله (
پردازیم. رابطه تصحیح تابشی می ∞ → 𝐿و  ∞ → 𝑏حدهای 
انرژی کازیمیر برای میدان اسکالر جرمدار محدود شده بین دو 
از یکدیگر با شرط مرزی مخلوط  𝑎صفحه موازی با فاصله 
 نیومن) بصورت زیر بدست خواهد آمد:-(دیریکله
.saC𝐸
)1(
=
4𝑚2𝐿𝜆−
3𝜋46
[
)2 nl 2 + 1(
2
+ )𝑎(1ℬ
𝜋
𝑎
)𝑎(1ℬ
 .]2
                                                           
منظور از این انتخاب مناسب، در نظر گرفتن رابطه ای مانند   1
1𝐴Λ
1𝐴Λnl+ 2
1𝐵Λ
1𝐵Λnl+ 2
=
)𝑏(1𝐵
)𝑎(1𝐵
2𝐴Λو رابطه   
2𝐴Λnl+ 2
2𝐵Λ
2𝐵Λnl+ 2
=
(1𝐵
𝑏−𝐿
) 2
(1𝐵
𝑎−𝐿
) 2
برای مقادیر  
قطع است. این مقادیر قطع تضمین می کنند که قطعاً هیچ جملة واگرایی در 
 )42(
با جرم سنگین رابطه انرژی کازیمیر برای میدان بدون جرم و میدان 
 بدست آمده در رابطه فوق به فرم زیر تبدیل می شود:
.saC𝐸
)1(
→
{
 
 
 
 
2𝐿𝜆−
3𝑎46863
;0 = 𝑚                                                 ⸴
 
2𝐿𝜆−
3𝑎𝜋652
( )2 nl 2 + 1(
𝑎𝑚
𝜋
)
5
2
.1 ≫ 𝑚  ⸴  𝑎𝑚2−𝑒
 
 )52(
 
در این نمودار، میزان انرژی کازیمیر برای میدان اسکالر بین دو صفحه موازی  .3شکل 
رسم شده است.  )𝑎(نیومن) بر حسب فاصله صفحات -با شرط مرزی مخلوط(دیریکله
این نمودار نشان می دهد که با کاهش اندازه جرم، نمودار انرژی برای میدان اسکالر 
شود و تفاوت جرمدار به سرعت به نمودار انرژی برای میدان بدون جرم نزدیک می
 شود.مشاهده نمی 10.0قابل ملاحظه ای در جرمهای کمتر از 
 
] گزارش 11در [توضیح اینکه پاسخهای بدست آمده با آنچه 
توان در انتخاب نوع شده متفاوت بوده و ریشه این تفاوت را می
بازبهنجارش جستجو نمود. البته پاسخ بدست آمده با مبانی 
فیزیکی سازگار است و همانطور که از روند محاسبات برمی آید، 
انجام فرایند محاسبه بدون هیچگونه ابهام و یا پیچیدگی خاصی 
)، تصحیح تابشی انرژی 3در نمودار شکل ( صورت پذیرفته است.
به ازای چند جرم  𝑎کازیمیر برحسب تابعی از فاصله صفحات 
مختلف میدان رسم شده است. روند نمودارهای رسم شده نشان 
می دهد که با کاهش میزان جرم، نمودار انرژی مربوط به میدان 
) باقی نماند. توضیح اینکه درجه آزادی کافی برای انتخاب مناسب 22رابطه (
توان گفت عملاً می وجود دارد و 2𝐵Λو  1𝐵Λ،   2𝐴Λ،  1𝐴Λمقادیر  قطع 
این درجات آزادی، از نوع تکنیک بکار گرفته شده و ساختارهای انتخاب 
 ها حاصل شده است.شده در روش کم کردن جعبه
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ی جرمدار به نمودار انرژی مربوط به میدان بدون جرم نزدیک م
شود، که این امر با انتظارات فیزیکی سازگار است. در نمودار 
)، مرتبه صفرم و اول تصحیح تابشی انرژی کازیمیر را 4شکل (
ایم. این برای میدان بدون جرم و جرمدار در کنار هم رسم نموده
 1.0 = 𝜆نمودار نشان می دهد به ازای مقدار ثابت جفت شدگی  
به اول تصحیح تابشی تقریباً هزار ، میزان انرژی کازیمیر در مرت
 برابر کوچکتر از این انرژی در مرتبه صفرم است.
 
در این نمودار میزان چگالی انرژی کازیمیر در مرتبه صفرم و اول تصحیح  .4شکل 
رسم شده است.  )𝑎(برحسب فاصله صفحات   }0 ;1{ = 𝑚تابشی به ازاء جرم  
این نمودار براحتی نشان می دهد که مرتبه اول تصحیح تابشی انرژی کازیمیر برای 
میدان اسکالر محدود شده با شرط مرزی مخلوط دارای مقدار منفی بوده و اندازه آن 
حدوداً هزار برابر کوچکتر از مرتبه صفرم است. مقدار ثابت جفت شدگی در نمودارها 
 نظر گرفته شده است.در   1.0 = 𝜆برابر 
 
در این نمودار مرتبه های صفرم و اول چگالی انرژی کازیمیر مربوط به میدان  .5 شکل
با شرط مرزی دیریکله،  𝑎اسکالر محدود شده بین دو صفحه موازی با فاصله صفحات 
رسم شده  )𝑎(نیومن) و نوسانی بر حسب فاصله صفحات -نیومن، مخلوط(دیریکله
این نمودار می توان علامت انرژی و اندازه های آن را برای شروط  است. با توجه به
شدگی مرزی مختلف در کنار هم مقایسه نمود. در کلیه این نمودارها، انداره ثابت جفت
 در نظر گرفته شده است. 1 = 𝑚و  1.0 = 𝜆و جرم میدان به ترتیب 
 
همانطور که می دانیم، بین روابط انرژی کازمیر برای میدان 
بعد با شرایط مرزی دیریکله،  3+1اسکالر بین دو صفحه موازی در 
 نیومن و نوسانی روابطی به شکل زیر برقرار است:
( 𝒟𝐸2 = )𝑎(𝒫𝐸
𝑎
2
 )𝑎(𝒟𝐸 = )𝑎(𝒩𝐸           ⸴ )
 )62(
توضیح اینکه انرژی کازمیر برای میدان اسکالر با شرط مرزی 
] و این روابط کمک 11دیریکله در گذشته محاسبه شده است [
می کند تا بتوان انرژی کازیمیر را برای شرط مرزی نیومن و 
نوسانی از روی روابط انرژی مربوط به شرط مرزی دیریکله 
انرژی کازیمیر را  )، چگالی5بازنویسی نمائیم. در نمودار شکل (
–برای چهار شرط مرزی دیریکله، نیومن، مخلوط آنان (دیریکله 
ایم. این نمودارها کمک نیومن) و نوسانی در کنار هم رسم کرده
ها و همچنین مرتبه بزرگی آنها در کنار می کنند تا علامت انرژی
هم دیده شوند. همانطور که مشخص است علامت این انرژی 
نیومن) در مرتبه صفرم مثبت -مخلوط(دیریکلهبرای شرط مرزی 
 و برای دیگر شرایط مرزی منفی می باشد.
 
 گیریحث و نتیجهب
در این مقاله، به محاسبه مرتبه صفرم و اول تصحیح تابشی  
بعد  3+1بین دو صفحه موازی در  4𝜙انرژی کازمیر برای نظریه 
نیومن) پرداخته شده است. دو -با شرط مرزی مخلوط (دیریکله
نکته در انجام این محاسبات بسیار حائز اهمیت است. یکی اینکه، 
برای بازبهنجارش پارامترهای برهنه در این محاسبات از یک 
روش سیستماتیک بهره جسته ایم که در آن تمامی المانهای 
ر پروسه بازبهنجارش سازگار با شرط مرزی حاکم بر موجود د
های وابسته به مکان مساله هستند. این امر موجب ظهور کانترترم
شده است. استفاده از روش منظم سازی کم کردن جعبه ها، از 
دیگر نکات حائز اهمیت در محاسبات صورت گرفته در این مقاله 
در عدم استفاده  ،می باشد. مزیت و برتری این روش منظم سازی
ها در پروسه انجام آن از تمدید تحلیلی و سادگی حذف واگرایی
است. پاسخ های بدست آمده با آنچه در گذشته در خصوص این 
مساله در مرتبه اول تصحیح تابشی انرژی کازیمیر گزارش شده، 
متفاوت است. این تفاوت را می توان در انتخاب برنامه 
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 رد .درک وجتسج شراجنهبزاب یژرنا  ریداقم ،نینچمه هلاقم نیا
 ،نموین ،هلکیرید یزرم طیارش هب طوبرم ریمیزاک
هلکیرید(طولخم- مه رانک رد یناسون و )نموین.دنا هدش هسیاقم 
 نیاهسیاقم دهد یم ناشن هکیژرنا نیا هب طوبرم ریداقم ، رد اه
ت لوا هبترم ،یزرم طیارش هیلک یارب یشبات حیحص و تسا یفنم
 هتبلا .تسا رتکچوک هطوبرم مرفص هبترم هزادنا زا زین اهنآ هزادنا
 رد هچنآ اب یشبات حیحصت لوا هبترمرد هدمآ تسدب ریداقم هیلک
 هدش شرازگ صوصخ نیا رد هتشذگ  ،تسادراد توافت؛  هک
تلع یلصا  توافت نیا دیاب ار شراجنهبزاب همانربهدافتسا  هدش
تسناد. 
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Field with Mixed Boundary Condition in 3 + 1 Dimensions 
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Abstract 
In the present study, the zero and first-order radiative correction to the Casimir energy for massive 
and massless scalar fields confined with mixed boundary conditions (Dirichlet-Neumann) 
between two parallel plates in 𝝓𝟒 theory were computed. Two issues in performing the 
calculations in this work are essential: to renormalize the bare parameters of the problem, a 
systematic method were used, which allowing all influences from the boundary conditions to be 
imported in all elements of the renormalization program. This idea yields our counterterms 
appeared in the renormalization program to be position-dependent. Using the Box Subtraction 
Scheme as a regularization technique is the other noteworthy point in the calculation. In this 
scheme, by subtracting the vacuum energies of two similar configurations from each other, 
regularizing divergent expressions and their removal process were significantly facilitated. All 
the obtained answers for the Casimir energy with the mixed boundary condition were consistent 
with well-known physical grounds. We also compared the Casimir energy for massive scalar field 
confined with four types of boundary conditions (Dirichlet, Neumann, mixed of them and 
Periodic) in 3+1 dimensions with each other, and the sign and magnitude of their values were 
discussed.  
Keywords: Casimir Energy, Renormalization, Boundary Condition, Regularization
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